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Notes on Exponential Distribution 

  ملاحظات حـــــول التوزيع الاســــــي
  

  سليم الغرابي. د. أ
  كلية الادارة والاقتصاد/ جامعة بغداد

  قسم الاحصاء

  المقدمـــــــــة  -1
  : له توزيع أسي اذا كان له دالة احتمالية الكثافة بالشكل Xالمتغير العشوائي 

( ) ( )[ ] ( )1..............0,;/exp1
>>−−= λθλθ

λ
xxxf  

  . ، هذه هي الحالة الخاصة لتوزيع كاماθ<0عندما 
التي نحصل عليها تسمى بالتوزيع     ) 1(الحالة الخاصة لـ    . θ=0غالباً جداً ولسبب معقول تأخذ      

  .الاسي لمعلمة واحدة
  التوزيع في هذه الحالة يسمى التوزيع الاسي القياسي، θ ، 1=λ=0اذا كانت 

  .اما بالنسبة لعائلة التوزيع الاسي

)افرض ان                                               ) HxxfF ∈∈= ,,, θθθ 
 علـى  Lebesgueهي دالة لمعلمة واحدة لعائلة دوال احتمالية الكثافة الاسية بالنسبة الى قيـاس   

  : التي تكتب بالشكلR∈θ مع معلمة الفضاء HCR لـ Borelمجموعات 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] )2..(..........,,exp, θθθθθ ∈∈++= Bxxdcxtbxf  
)افرض ان  ) xxt    هي قابلة للاشتقاقb وان =

)الحالة   ) θθ =b   مع ( ) xxt احتمالية قياس   هي اعتيادياً تعود الى الشكل القياسي ولاجل دالة          =
   وحيدة وتؤدي الى تحويلات (.)c (.) ، dلتوزيع اسي لشكل قياس 

( ) ( ) ( ) ( ) γγ −→+→ ..,.. ccdd انياً لاجل R∈γ   وهكذا فاننـا نفـرض ان c(o) = o 
  .بدون فقدان التعميم
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    هــــــدف البــــــحث-2
ي له تطبيقات احصائية كثيرة في هذا البحث استعراض اهم خواص التوزيع الاسي الذ

  :وخاصة في المجالات التالية
  العمليات العشوئية .1
  نظرية المعولية .2
  صفوف الانتظار .3

لكيفية الحصول على المقدر غير المنحاز ذو ) 8(وقد قمت باقتراح المبرهنة في البند 
  .التباين الاصغر لمعلمة التوزيع

      Genesis: ـــــــعالتوزيــــ) او نشــــــــوء(اصــل  -3
يوجد عدة حالات والتي واحدة منها تتوقع التوزيع الأسي ان يعطي وصف مفيـد لملاحظـة           

 في التطبيـق، نفـرض ان   ”at random at time“واحدة من اهم هذه الحالات تسمى . التغير
 في الوقت انه" قديم "  لأي مفردة لها بعض التوزيع مهما كان "life time“وقت الحياة " مستقبل 
  .الحاضر

  
  } (life time) تمثل وقت الحياة X {هذه يمكن ان تكتب شكلياً 

  
[ ] ( )

0,
)1.....(..........0| 000

>∀
>∀≤=>+≤

x
xXPxxxxXP χ

 

X       اذا كان له دالة احتمالية الكثافة       .  يجب ان تكون متغير عشوائي مستمر موجبf(x)    فان دالـة 
   وهي0x هي اكبر من xالكثافة الاحتمالية الشرطية، تعطي ان 

( )
( ) 0

1 0
0

>>
−

xx
xF
xf

x

x  

)حيث ان التوزيع الشرطي لـ مستقبل وقت الحياة          )0xx هو نفـس توزيـع غيـر الـشرطي         −
(unconditional) لـ xيكون لدينا ،   

( )
( ) ( ) )2........(..........

1 0
0

0 Pof
xF
xf

x
x

x =
−

 

)ينتج انه اذا  ) ( ) 1,0, 00 ≠> xFPxF xxتحقق المعادلة التفاضلية   

( ) ( )[ ]xFP
dx
xdF

x
x −= 10  

)حيث ان  ) XP
x exF 01 −− α مقدمة للشرط ( ) 0=

→
xFlinnit xox

  

  
)نجد ان  ) )3.......(..........1 xP

x
oexF −=−                                              

   

)ذلك ان                                                   ) ∫ −− =−=
x

xPxP
x dtePexF oo

0
01  
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1 وان   θ=0مع  ) 1(  هي من الشكل      Xحتمالية الكثافـة لـ    هذه ترينا ان دالة ا    

0
−= Pλ  توجد 

غالباً (كثير من هذه تعمل كعشوائية تكرارية       . حالات اخرى والتي تظهر التوزيع الاسي اكثر طبيعي       
  .للحادثة) often in timeفي الوقت 

 نحتاج الى تحويل المتغيرات العـشوائية فـي التوزيـع     غالباMonte Carloًعند تطبيق طريقة 
 الـى المتغيـرات العـشوائية    Standard rectangular distributionالمستطيلي القياسـي  

  .Von Neumammالطريقة المبدعة والتي اقترحت مبكراً من قبل . الاسية
]نفرض   ]...,.........,1,0, =iX i  لتوزيع المـستطيلي   هي متتابعة لمتغيرات عشوائية مستقلة من ا

} الذي يأخذ القيم الـصحيحة الموجبـة مـن خـلال             Nالقياسي وتعريف المتغير العشوائي      }iX 
  بواسطة المتباينات

∑∑∑
=

−

==

<<<<
N

j
j

N

j
j

j
j XXXXXxXX

1
0

1

1
00

2

1
01 ,,...,,  

  
}نقبل المتباينة    }iX   اذا N             كانت فردية ، في الحالات الاخرى نرفض ونعيـد الطريقـة N عـود   ت

  .فردية
قيمـة اول  0X وان (…,T = 0,1) فرديـة  N عدد المتباينات المرفوضة قبل ظهور T  افرض 

0XTYفان  . متغير في متباينة القبول     هي متغير عشوائي اسس مع دالة احتمالية الكثافـة          =+

  .Marsaglia ملائمة اقترحت من قبل هناك طريقة اكثر. −xeالقياسية 
  : تكون متغير غير سالب صحيح مع توزيع هندسيNافرض 

( ) ( ) ,...2,1,01 =−== −− neenNP nλλ  
   هو متغير بواسون العشوائي المقطوع عند الصفر فأن Mافرض ان 

( ) ( ) ,...2,1,0,!1 1
=−== −−− mmeemMP

m
λλλ  

)افرض ان : اخيراً  ),.....3,2,1| =iX i مستقلة يتوزع كل منها  هي متتابعة لمتغيرات عشوائية
  التوزيع المستطيلي القياسي فان

( ){ }nXXXNY ,...,,min 21+= λ  
  .لها توزيع أسي

  

  :العـــــــــــــــزوم والدالـــــــــــــــة المولـــــــــــــــدة للعـــــــــــــــزم -4
                      Moments and Moment Generating Function  

  
  هي) 1( مع دالة احتمالية الكثافة X   دالة مولدة العزم للمتغير العشوائي 
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)الدالة المميزة هي  ) ( ) θλφ itetit 11 −−=                                                                     
  دالة مولدة العزم المركزية هي

 ( )[ ] ( ) λλθ λ txt eteE 11 −−− −=  
) هي  Cumulantدالة مولدة الــ ) ( )tteE tx λθ −−=⇒ 1log|log                             

   
( )( )XEK =+= λθ1  

   هي(Cumulant)ومن هنا فان المتراكمات 

( ) ( )1!1 >−= rrKr

γ

λ  
   نجد انr=4,3,2ضع

( )

4
4

3
3

2
2

9

2

λµ

λµ

λµ

=

=

==xVar

 

  
0,1لاحظ انه اذا كانت  == θλ فأن ( ) ( )xVarxE == 1  

  .ياسي هو قياسوعليه فان التوزيع الاسي الق

9,2: اول نسب عزمين هما  21 == ββ  
  معدل الانحراف هو

  

( )∫
∞ −

− =−
1

1
212 λλ edxex x  

  لاحظ ان 
  
  
  

736.02
tan

==
edeviationdards

deviationmean  

2logeλθالوسيط لهذا التوزيع هو  +.  
  غير، لمدى التθالمنوال لهذا التوزيع هو عند اولها قيمة،

  

)دالة مولدة المعلومات  ) )1 momentfreguencytheu 1 هو −−
1

−
−

u
u
λ الـــ entropy هو 

λlog1+.  
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         Estimationالتقدير  -5
nXXXاذا كان    ,...,,  دالة احتمالية الكثافة    Y هي متغيرات عشوائية مستقلة كل واحدة        21

θλ تقدير بالامكان الاعظم لـ   The moximum Likelihood estimatorsفان ) 1( ,  
  :هما

( )

( ) θθλ

θ

ˆˆˆ

,...,,minˆ

1

1

21

−=−=

=

∑
=

−

xxn

xxx
n

i
i

n

 

 تقـدير الامكـان   The moximum Likelihood estimators معلومـة فـان   θاذا كانـت  

) هـــي    λالاعظــم لـ    )θ−x    اذا كانـتλ  ،معلومــة θ̂       اعـــلاه هــي لازالــت 
  .θلـ .   الامكان الاعظم .max. Likelihood estتقديـر

   هيθ̂دالة احتمالية الكثافة لـ 

( ) ( )[ ] ( )θλθ
λθ >−−





= ttnntf /expˆ  

 بــλمع تبديل ) 1(فس الشكل في والتي هي لها ن
n
λ

.  

 ـ 2 هي اذا    θ̂التباين ل

2

n
λ

 والقيمة المتوقعة هي     
n
λθ  انه من المفيد ملاحظة ان التبـاين هـو          +

) القيمة المتوقعة لـــ n−1وليس الى  n−2يتناسب الى  )θλ ˆˆ −x  

)هي   )11 −− nλ     وان تباينها هو [ ]3212 2 −−− −+ nnnλ      القيمة المتوقعة لـــ ( )θ−x   هـي 

λ 12 وان تباينها هو −nλ.  
  

           Related Distributions: التوزيعات المرتبطة بالتوزيع الاسي  -6
  .يوجد عدد مهم من التوزيعات القريبة المتصلة بالتوزيع الاسي

) فان θ>Xاذا كان المتغير  )cxY θ−=له توزيع أسي :  

( ) )1.4..(....................0,/1 >= −− yeyP y
Y

λλ  
  

انـه مـن   . c مع معلمـة ذات شـكل   (.Weibull Dist)ملك توزيع وايبل  يقال لها انها تXفان 
   وللقيم الاخرى التكامل لـc-1 اكبر من cالضروري ان يكون 

  
  

( ) ( ) ( )[ ] ( )θλθθλ >−−−= −− xxxcxP cc
x exp11  

θθθبين  =>′= xx   سوف يكون غير محدد,

)التحويل  )  هي معروفة ان تكون صفر     θوغالباً( هي معروفة    c,θاذا كانت    )cxY θ−=  ربما 
  .تستخدم وتوضح بصورة جيدة الطريقة المرافقة مع التوزيع الاسي وتصبح قابلة للتطبيق
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  . ليست معلومة فان طريقة خاصة نحتاج لا في هذه الحالةcاذا 
xeYاذا كانت   extreme“ لها توزيع القيمة المتطرفة Xفان ). 4,1( لها توزيع أسي للشكل =−
value”.  

 The).   مــن التوزيعــات المهمــة الاخـرى هــو التوزيــع الأســـي المـزدوج  
double (or bilateral)expomontial Dist.) . هذا هو توزيع المتغير العشوائيX مع دالة 

  احتمالية الكثافة

( ) ( ) [ ] ( )0/exp2 1 >−−= − λλθλ xxPx  
   (Laplace’s First Law of Error) يعـرف بقـانون لابـلاس الاول للخطـأ     انـه ايـضاً  

التوزيـع  ).  هو توزيع طبيعـي (Laplace’s Second Law of Error)قانون لابلاس الثاني (
  θ=xالأسي ربما يكون توزيع أسي مزدوج حول 

خـذ  . لذي اشير اليـه فـي البنـد الاول        الحقيقة ان التوزيع الأسي ينتمي الى عائلة توزيع كاما ا         
0,2 == θλ    2نحصل على توزيع    ).1( في المعادلةχ  من هذه نرى انه اذا     .  درجة حرية  2مع

nxxxكانت   ,...,, فـان  ) 1( متغيرات عشوائية مستقلة وكل منها لها دالة احتمالية الكثافة فـي             21

2:الوسط الحسابي هو يتوزع كما يأتي
2

1

2
1

nn χλθ →+
−

  .  

  

  . التوزيــــــــــــــــــــــع الاســــــــــــــــــــــي العــــــــــــــــــــــام - 7
                            A Generalization of the Exponential Dist   
)لدالة التوزيع التجمعي  θتقدير  )( )xFe x −− − 11 /θ  

)حيث ان    )xF                هي دالة التوزيع التجمعي للمتغير العشوائي غير السالب الذي بحـث مـن قبـل 
Gercbah .          هو اقدر كتقدير مبني على عينة عشوائية ذات حجمkmn  mقسم العينة الـى     . =

)ائي مع مجموعة بشكل عشو )jX فانه تحت شـروط رتيبـة    . j th اصغر قيمة من المجموع 1′
)على  )xF.  

( )∑
=

− ′=
m

j
xXKm

1
1

1θ̂  

  .∝ تؤل الى m.kكان θ هي تقدير متسق لــ 
  ايضاً

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) 






+

−
′

−=







+

−
′

−=

km
o

kmoF
of

m
V

k
o

koF
ofE

1
1
4ˆ

1
1

ˆ

42

3

θθθ

θθθ
 

)حيث ان  ) ( )xFxf ′=   
 ـ      ب ) مع تقريب معامـل الثقـة        θواسطة استخدام التقريب الطبيعي فان فترة الثقة لـ )α−1  هـي

  :تحصل كالاتي
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( )
( )( ) 









−
′

+±
koF

ofmK
1

/ˆ
3

2

θθθ α   

 هو يحصل بواسطة جعل المقدار داخل الاقواس اصـغر مـا   n =kmالاختيار الافضل لحجم العينة 
  .يمكن

  نا ان اذكر ان التوزيع الأسي هو التوزيع المستمر الوحيد الذي يحقق خاصية ماركوف من المفيد ه
  

( ) ( )bXPaXbaXP >=>+> |  
  

وهذا يعني اذا استغرقنا تواً بعض الزمن في الانتظار فان التوزيع الاقصى لزمن الانتظار هو نفس                
  .توزيع زمن الانتظار الابتدائي

  :ات التاليةويمكن التحقق من ذلك باتباع الخطو
  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )aXPe
dXe

dXe

aXP
baXPaXbaXP

aXbaXob
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aXandbaXPaXbaXP
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   مبرهنة-8
nXXX  لتكن  ,...,,   افرض ان. θ عينة عشوائية من مجتمع يتوزع أسياً بمعلمة 21

  
( ) ( ) θ

θθ aeaG −−==Π 1  
  

)ة التباين الاصغر للدال ذو عندئذ يكون المقدر غير المتحيز.  ثابت غير سالبaحيث ان  )θΠ  
  

( )
1

* 11
−







 −−=

N

x XN
aaG  

   N > 1حيث ان 
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  البرهــــان 
  من الواضح ان 

( )




<
≥

=
aX
aX

aG
a

a
x ;1

;0*  

  N=1عندما 
) هي كافية وتامة وعليه لغرض برهان ان         Xالاحصاءة   )aGx

 هو المقدر غير المنحاز للتبـاين       *
  .الاصغر

)يكفي ان نجد مقدر غير منحاز للدالة  )θΠ وهو بالطبع دالة في X  

( )
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

≥
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a
N ;1

;0
,...,, 21  

  هو مقدر غير متحيز وكذلك
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وبما ان المتغيرين العشوائيين 
N
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  .θيعتمد على  وبما ان الطرف الايمن لا

132 ولما كان المتغيرين     θ=1افرض ان    ,... XXXX N+++       هما مستقلان ويتـوزع كـل 

فان توزيع   .  على الترتيب  N-1،  1منهما توزيع كاما بالمعلمتين     
NXXX

X
+++ ...21

 يتـوزع   1

  N-1، 1تا بالمعلمتين بي
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  المعلمة الموقعية -9
RHافرض ان              ==θ  

)تسمى  )[ ] )1...(..........,, HXg ∈∈θθθχ                                                   
) يتوزع بالنـسبة الـى       Xبالموقع العائلي فيما كان المتغير العشوائي        )θχ ,g    فـان لأيRy∈ 

هنا القيمة الجديدة للمعلمة ربما تعتمـد       .  مرة اخرى له توزيع من هذه العائلة       x+yازاحة المتغير   
) ذلك انه يوجد دالة θ,yعلى كلا  )θα ,y بحيث ان   

( ) ( )( ) )2........(..........,,;,,, Ryxyxgyxg ∈=+ θθαθ  
    

) معطاة توجـد ازاحـة   θر من ذلك ، نفرض انه لكل          اكث )θv  مـع ( )( ) 0, == θθα v وان 

  :يمكن اعادة كتابتها كما يأتي) 2( له وجود وقابلة للاشتقاق وهكذا فان v−1العكس 
  

( ) ( )( )yyxgxg ,,, θαθ −=  

)بواسطة كتابة  ) ( )θ,: xgxf )، نحصل على = )θµ v= ،( )µθ 1−= v وان   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) )3(....................exp

,exp
exp

,,

xfx
oxgx
xdcxb

xgoxgxf

µγµβ
µγµβ

θθ
θµµ

+=
+=

++=
=−=−

 

  
)حيث ان  ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )µµγµµβ 11 , −− =−= vcobvbهي قابلة للاشتقاق .  

 ـ  ل الجانب الايـسر     والتي تؤدي الى جع    µفانه قابل للاشتقاق بالنسبة الى      ) 3( الجانب الايمن لـ
  .fقابل للاشتقاق وهكذا لــ
  :  يؤدي الىo=µفي الحقيقة الاشتقاق عند 

  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) )4.......(..........: xfABXxfoxoxf +=′+′=′− γβ  

  
 تكون موجبة، على الاقل في نقطة واحدة فانـه يجـب ان تكـون               fترى انه عندما    ) 3(انظر الى   

  .موجب في كل مكان
  الى ) 4(وهكذا نستطيع تكامل 

( ) CAxBxxf ++−= 2/log 2  

BA كأنها دالة احتمالية الكثافة لتوزيع طبيعي مع معـدل           fوالتي نعرض فيها      وتبـاين    −/
B
1

 

oBوالتي ايضاً تؤدي الى    :يأتي ماذا ترى؟ ترى ما) 3(انظر الى . <
  .Lindley,(1965) Borges and pfanzagl]) 1958( انظر ايضاً [
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)مع  ) 1(  اذا العائلة الاسية في الشكل        1العبارة   ) xxt  هي عائلة موقعية وانه تكون عائلـة        =

التوزيع الطبيعي لدوال احتمالية الكثافة مع تباين ثابت 
B
1

  )معدل( ومع توقع 

( ) ( )BbBAv ./ θθ =−  
  ، نحسب ان )2(، والمعادلة 1من العبارة  1ملاحظة 

( ) ( )( )yvvy −= − θθα 1,  
  

)  اذا اجرينا نفس التطوير بدون تخصيص         2ملاحظة   ) xxt سـوف  ) 4(، المعادلة التفاضلية    =
  تكون بالشكل

( ) ( )( ) ( )xfAxBtxf +=′−  
  

 الحالـة  (up to obvious modifications)نحن مدينين الى حكم واحد لاجل الاشارة الـى ان  
( ) xext ) هي فقط الحالة مع      = ) xxt  تكون دالة احتمالية الكثافـة،      f تسمح لحل والذي يجعل      ≡

  تقود الى العائلة
( ) [ ]xeexg x +−= − θθ θexp,  

  
  .e.g.,ferguson] 1962انظر [
  

  Scale Parameterمعلمة القياس         -10
  افرض ان

[ ]oZZRH >=== ,*θ  
  عائلة دوال احتمالية الكثافة

( ) HxxgF ∈∈= ,,, θθθ  
 يتوزع بالنسبة الـى  X، اذا لاجل المتغير العشوائي (Scale family)سوف تسمى قياس العائلة 

( )θ,xg     واي مضاعف موجب ،yX       سوف ايضاً يملك دالة احتمالية الكثافة للعائلة –F ذلك انـه  ،
) معطاة يوجد y > oاذا لاجل  ) oy >,θαبحيث ان :  

( ) ( )( ) )5.....(..........0,,,, >= xyaXgxyyg θθ  
) معطاة، يوجد    θمرة اخرى سوف نفرض انه لاجل        ) ov >θ     بحيـث ان ( )( ) 1, =θθ va  وان 

  .للاشتقاق له وجود وهي قابلة v−1العكس 
  ، نحصل على )5( في x بدل x/yبواسطة وضع 

( ) ( )( ) yyayxgxg /,,/, θθ =  
)بواسطة تعريف  ) ( )1,1 xgxf   )3( نستطيع المناقشة في تشابه جزئي الى =
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) )6...(....................exp

1,exp
exp

,1,//

xfx
xgx
xdcxb

xgxgxf

µγµβµ
µγµβµ

θθµ
θµµµ

+=
+=

++=
==

 

 
)حيث ان  )θµ v=                                     وحيث ان ( ) ( )( ) ( )11 bvb −= − µµβ  

)وان                                                                ) ( )( ) ( )11 cvc −= − µµγ  
   الان تكون ممكنة وتؤدي الى µ=1عند µاشتق النسبة الى . هي قابلة للاشتقاق

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xfABXxfxBxfx ,:111 −=+′+′=′− γ  
   التفاضلية يكون لها حل الدالةهذه المعادلة

( ) ( )BXCXxf A −= exp  
)  وان A<−1والتي تكون دالة احتمالية الكثافة اذا  )11 1 +Γ= + ABA     

  الحل النهائي يكون
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )[ ]xbXAb

vvxfxgxg
AA θθ

θθµµθ

−+Γ=

==
+ exp1

///1,/,
1  

  
 Boryes and Pfanzagl 1965 ; انظـر ايـضاً   [ذلك انه شاهـــدنا العبارة التالية 

Lind ley(1958)  
  

هي قياس عائلي، فانه تكون عائلة توزيع كاما مع شـكل           ) 1( كما اعطت في     F  اذا    2العـبارة  
) ومع قياس المعلمة Aثابت للمعلمة  )θb  

  
   ، نحن نملك1  في التشابه الجزئي للملاحظة 3ملاحظـة 

( ) ( )( )yvvya /, 1 θθ −=  
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